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本稿ではノンパラメトリック検定について解説します． 
 
 
  

ノンパラメトリック検定とは？

母集団分布に正規分布などの特定の分布を仮定しない
で統計的検定を行う方法．



 
ノンパラメトリック検定とパラメトリック検定の対応表です．表の左がノンパラメトリック

検定の手法であり，右が対応するパラメトリック検定の手法です．例えば，通常よく使われ

る相関係数は，パラメトリック検定のピアソンの相関係数です．ノンパラメトリック検定に

おける相関係数はスピアマンの相関係数と呼ばれます． 
  

パラメトリック検定

ピアソンの相関係数

ステューデントのt検定

対応のあるステューデントのt検定

一元配置分散分析

テューキーの方法

ダネットの方法

ウィリアムズの方法

ノンパラメトリック検定

スピアマンの相関係数

マン・ホイットニーのU検定
ウィルコクソンの順位和検定

ウィルコクソンの符号付き順位和検定

クルスカル・ワリスの方法

スチール・ドゥワスの方法

スチールの方法

シャーリーウィリアムズの方法

対応表
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まず，中心極限定理です．これは以降のすべての検定において，サンプルサイズ 𝑛𝑛 が大

きい場合に共通して適用可能な重要概念です．中心極限定理とは， 
 
「母集団の分布がどのような分布であっても，標本平均 �̅�𝑥 はサンプルサイズ 𝑛𝑛 を増やした

とき近似的に正規分布に従う．」 

というものです．いま n 個のサンプル x1, x2,・・, xn が与えられたとします．母平均を𝜇𝜇，

母分散を𝜎𝜎2 とすると，サンプルサイズ 𝑛𝑛 が大きい場合，中心極限定理により標本平均 �̅�𝑥 は
平均 𝜇𝜇，分散 𝜎𝜎2/𝑛𝑛 の正規分布に従います． 
 
また，規格化された平均値 𝑧𝑧̅ は平均 0，分散 1 の標準正規分布に従います． 
 

  

1. 中心極限定理（すべてに共通する重要概念）

母集団の分布がどのような分布であっても，標
本平均 はサンプルサイズ n を増やしたとき
近似的に正規分布に従う．

サンプル x1, x2,・・, xn

：標準正規分
布に従う．

正規分布に
従う．

母分散：



 
 
例えば，(0, 1)の範囲の一様乱数を考えます．この乱数は 0 より大きく 1 より小さな実数の

出現確率が 1 の乱数です．この乱数の母平均を𝜇𝜇，母分散を𝜎𝜎2 として，それぞれを定義に

従って求めると，0.5, (2/3)×0.5
3
 となります． 

 
  

例えば一様乱数

x

p(x)

10

1

0

母分散

確率分布 p(x)

母平均
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エクセルにより一様乱数のシミュレーションを実施してみましょう．「一様乱数.xlsx」の

エクセルファイルを開いてください． 
これは(0, 1)の範囲の一様乱数 5000 個を生成して，(0, 1) の範囲を 10 等分した各区間内の

乱数の出現頻度を求めて，青いバーとしてグラフに表示するエクセルのシートです．キーボ

ード上の F9 ボタンを押すと，シート内のすべての関数が再計算されます．そのたびに，各

区間内の頻度（青いバー）は変わりますが，何度も F9 ボタンを押すと，青いバーは理論値

の赤いバーの長さの周りを変化している様子が見て取れます． 
INT()関数，RAND()関数，COUNTIF()関数については以降のスライドで解説します． 
このエクセルファイル内でやっていることは，7 行目において，一様乱数を 5000

個生成しています．ただし， 
 

 0 ≤ 𝑥𝑥 < 0.1   → 0 
 0.1 ≤ 𝑥𝑥 < 0.2 → 0.1 
      ⋮ 
 0.9 ≤ 𝑥𝑥 < 1  → 0.9 
 
と，一様乱数 𝑥𝑥 の小数点以下 2 桁目を切り捨てています． 

一様乱数のシミュレーション

=COUNTIF($B$7:$GJI$7,B10)/$B$4

=INT(RAND()*10)/10

x

→ 0
→ 0.1

→ 0.9

5000組
まで

5000組の中で の出た頻
度を求めている．

の頻度

頻度 理論値

一様乱数.xlsx



C 列 10 行のセル（セル C10 と略記）では，7 行目の 5000 個の乱数の中で 0 が出

た回数を 5000 で割って，0 の出た頻度を求めています． 
C 列 11 行のセルでは，7 行目の 5000 個の乱数の中で 0.1 の出た頻度を求めていま

す． 
 ・ 
 ・ 

C 列 19 行のセルでは，7 行目の 5000 個の乱数の中で 0.9 の出た頻度を求めてい

ます． 
D 列 10 行～D 列 19 行のセルでは 0 ～ 0.9 の出現頻度の理論値が記されていま

す． 
棒グラフの青と赤のバーは，それぞれ出現頻度とその理論値を表しています． 

 

  



 

7 行目の各セルには 
 

=INT(RAND()*10)/10 
 
と 0 ～ 0.9 の 10 通りの乱数を生成する関数が書かれています． 

RAND() は 0 < 𝑥𝑥 < 1 の疑似一様乱数 𝑥𝑥 を生成する関数です． 
RAND()*10 は 0 < 𝑥𝑥 < 10 の一様乱数を生成する関数です． 
INT(𝑥𝑥) は 𝑥𝑥 の小数点以下を切り捨てて，整数部分を返す関数です．したがって，

INT(x) =INT (RAND()*10) は，0 < 𝑥𝑥 < 10 の一様乱数を， 0 < 𝑥𝑥 < 1 の範囲は 0 に

変換し，1 ≤ 𝑥𝑥 < 2 の範囲は 1 に変換します． 

したがって，INT(RAND()*10)/10 は．0, 0.1, 0.2,･･･, 0.9 を一様にランダムに生成し

ます． 
  

=INT(RAND()*10)/10

RAND()：0 < x < 1 の乱数 x を生成する関数．
RAND()*10： 0 < x < 10の一様乱数を生成．

INT(x):   x の小数点以下を切り捨てて，整数部分を
返す関数．

INT(x) = (RAND()*10)：0 < x < 1   → 0，
1 → 1,
・・・

INT(RAND()*10)/10：
0，0.1, 0.2, ・・・, 0.9 を一様にランダムに生成します．



 

=COUNTIF($B$7:$GJI$7,B10)/$B$4 

は，セル B10 内の数値と同じ数値がセル B7 からセル GJI7 までの範囲内にいくつあるかを数えて，その

値をセル B4 内の数値で割っています．セル B7 内の数値が 0 なので，この数式は 0 の出現頻度を求めて

います．同様に 

=COUNTIF($B$7:$GJI$7,B11)/$B$4 

は，0.1 の出現頻度を求めています． 

$記号は数式をコピーする際に意味があります．例えば，セル B10 内の数式をセル B11 にコピーする

と，上記の =COUNTIF($B$7:$GJI$7,B11)/$B$4 が得られます．$記号が付いていないセル記号／番号（こ

の例ではセル記号は B，セル番号は 11 です．）はコピーにより自動更新されます．すなわち，セル C10 内

の数式がセル C11 にコピーされたので，数式内のセル番号 10 から 11 に 1 つ更新されています．（もし，

セル C10 から D10 にコピーされれば，B10 → C10 とセル記号が更新されます．） 

記号もしくは番号の左隣に$記号がある場合は，コピーによる更新はされません． 

 

 

B列7行目からGJI列7行目までの範囲内において，
B10内の数字と同じ数字がいくつあるかを数えて，
B4内の数字で割っている．

0 の出現頻度を求めている．

0.1 の出現頻度を求めている．

セル内の数式をコピーするとセル番号は自動変
更される．例えば，C10の数式をC11にコピーする
と，数式内のB10は自動的にB11へと変更される．
$ 記号があると，その右側の記号，数字はコピー
によって変更されない．

=COUNTIF($B$7:$GJI$7,B10)/$B$4

=COUNTIF($B$7:$GJI$7,B11)/$B$4



 

エクセルにより中心極限定理のシミュレーションを実施してみましょう．「中心極限定理

_一様乱数(n=2).xlsx」 のエクセルファイルを開いてください． 
B 列 7, 8 行のセルにて(0, 1)の間の一様乱数を生成しています．セル B9 では 
=ROUND((AVERAGE(B7:B8)-$D$4)/$E$4*SQRT($B$4),0) 

により， 

  𝑧𝑧̅ = �̅�𝑥−𝜇𝜇
𝜎𝜎/√𝑛𝑛

 

を求めて，小数点以下 1 桁目を四捨五入しています．すなわち，セル B7,B 8 の乱数値の平

均値を求めて，それを平均 0, 分散 1 となるように規格化し，小数点以下 1 桁目を四捨五

入しています． 
以降，右方向の第 2 組～第 5000 組においてそれぞれサンプルサイズ 𝑛𝑛 = 2 の場合の規

格化された平均値を求めています． 
セル C12 では，第 9 行目の -3 の個数（−3.5 ≤ 𝑧𝑧� < −2.5 にある𝑧𝑧̅の個数）を数えて，

5000 で割ることで，𝑧𝑧̅ が −3.5 ≤ 𝑧𝑧� < −2.5 にある頻度を求めています．同様に，セル C13
～C18 では，𝑧𝑧̅ が −2.5 ≤ 𝑧𝑧� < −1.5，−1.5 ≤ 𝑧𝑧� < −0.5，・・・にある頻度を求めています． 

セル D12～D18 では，母集団が標準正規分布に従うとした場合の，対応する区間におけ

る生起確率を求めています． 

中心極限定理のシミュレーション

n = 2

正規分布
の理論値

の頻度の頻度

正規分布
の理論値

中心極限定理_一様乱数(n = 2).xlsx

F9キーを押すと全セル
の再計算を実行する．

9



棒グラフは，セル C12～C18 の頻度を青色で，セル D12～D18 の理論確率を赤色で示し

ています． 
F9 キーを押すと全セル内の関数を再計算させることができます．F9 キーを一回押すこ

とで，一様乱数から 2 個のサンプルを抽出する試行を 5000 組繰り返して，得られた値の出

現頻度を棒グラフに描くシミュレーションを 1 回実行することができます．F9 キーを何

度も押して分かることは， −2.5 ≤ 𝑧𝑧� < −1.5，1. 5 ≤ 𝑧𝑧� < 2.5 の頻度は理論値を下回ること

がほとんど無いこと，−0.5 ≤ 𝑧𝑧� < 0.5 の頻度は理論値を上回ることがほとんど無いことで

す． 
サンプルサイズが小さい場合，𝑧𝑧̅ は標準正規分布に従っていません． 

  



 

 
図は上側がサンプルサイズ 𝑛𝑛 = 2 の場合の 𝑧𝑧̅ の頻度（青色）と標準正規分布の理論値

（赤色）です． 
下側はサンプルサイズ 𝑛𝑛 = 100 の場合です．「中心極限定理_一様乱数(n=100).xlsm」 

のエクセルファイルを開いてください．F9 キーを押すと，頻度は理論値を中心にして，上

下に変化します．サンプルサイズが大きいと，規格化された平均値 𝑧𝑧̅ が標準正規分布に従

うことをシミュレーションにより体験できます． 
  

0

0.1

0.2

0.3

0.4

-3 -2 -1 0 1 2 3

0

0.1

0.2

0.3

0.4

-3 -2 -1 0 1 2 3

n = 100

n = 2

何度押しても，
一致しない．

何度押しても，
一致しない．

頻度は理論値の
周りを変化する．
頻度は理論値の
周りを変化する．
頻度は理論値の
周りを変化する．

の頻度
標準正規分布
の理論値



 

「中心極限定理_一様乱数(n=100).xlsm」 の拡張子 xlsm はマクロ付きのエクセルファイ

ルです．ウィンドウ上部にあるメニューから，開発 を選んで，マウスの左ボタンをクリッ

ク（左クリックと呼びます．）してください．以降，マクロ → 編集と左クリックをしてい

くと，マクロの編集画面を開くことができます．これは，「n 回試行」という名前のマクロ

です． 
Num_trial = 100 により，𝑧𝑧̅ を 5000 組について求めて，−3.5 ≤ 𝑧𝑧� < −2.5，−2.5 ≤ 𝑧𝑧� <

−1.5，・・・の頻度を求めることを 100 回繰り返して，100 回分の積算頻度を求めるマクロ

です．マクロはメニューバーの ⊳ ボタンを押すことで実行できます．計算には時間がか

かるので，セル C118 に実行中のシミュレーション回数が表示されます．また，セル C121
以下に積算頻度が表示されます．この頻度は，そのシミュレーション回数までの積算頻度

が表示されます． 
5000 組×100 回のシミュレーション結果では，各区間の頻度が標準正規分布の理論確率に

ほぼ一致します． 
 
  

マクロを書いて，5000組のシミュレーションを 100回実行
し，積算頻度分布を求める．

0

0.1

0.2

0.3

0.4

-3 -2 -1 0 1 2 3

5000組×100回の頻度は
理論値にほぼ一致する．

頻度データの開始行を探して，
そこから下行のデータを読み
出して，頻度（平均値）の下
行に書き出すマクロ．

開発→マクロ→編集

Num_trial = 100の実行結果



 
さて，二項検定から見ていきましょう．これは母集団が二項分布に従う場合の検定で

す．冒頭にノンパラメトリック検定は母集団分布に特定の分布を仮定しない検定法である

と述べましたが，二項検定は二項分布を仮定しています．以降のノンパラメトリック検定

のウォーミングアップの位置づけです． 
事象 𝑋𝑋 の値 𝑥𝑥 のとる値が 0，1 の 2 種類である場合を考えます．例えば，コインの裏

表のように事象が 2 つのクラスからなる確率試行を考えましょう．裏が出た場合 𝑥𝑥 = 0，
表が出た場合 𝑥𝑥 = 1 と値を対応づけ，𝑥𝑥 = 1 となる確率を 𝑝𝑝，𝑥𝑥 = 0 となる確率を 1 − 𝑝𝑝 
とします． 
事象 𝑋𝑋 が上記の二項分布に従っていないことの検定は次の通りです． 
𝑥𝑥 = 1 となる確率を 𝑝𝑝1，𝑥𝑥 = 0 となる確率を 𝑝𝑝0 とします． 
帰無仮説 𝐻𝐻0 を 𝑝𝑝1 = 𝑝𝑝，𝑝𝑝0 = 1 − 𝑝𝑝 とし，対立仮説 𝐻𝐻1 を 𝑝𝑝1 ≠ 𝑝𝑝，𝑝𝑝0 ≠ 1 − 𝑝𝑝 としま

す．検定は帰無仮説が成立しているとして理論を構築します． 
帰無仮説 𝐻𝐻0 が成立しているとすると，𝑁𝑁 個のサンプルにおいて，1 が 𝑚𝑚 個であ

る確率 𝑝𝑝(𝑚𝑚)は 
𝑝𝑝(𝑚𝑚) = 𝐶𝐶𝑚𝑚𝑁𝑁 𝑝𝑝𝑚𝑚(1 − 𝑝𝑝)𝑛𝑛−𝑚𝑚                (2.1)  

と求められます． 
 

2．二項検定：ノンパラメトリック検定第一歩

二つのクラス（例えばコインの裏表）からなる母集団

1 である確率 p
0 である確率 1 – p
帰無仮説H0：

対立仮説H1：

n 個のサンプルにおいて，1 が m 個である確率 p(m)は

(2.1)
となる．



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
検定はサンプルサイズが小さい場合と大きい場合で異なったアプローチがとられます． 

まず，サンプルサイズが小さい場合(𝑛𝑛 ≤ 25)です．「二項検定(n=10).xlsx」を開いてくださ

い． 
サンプルサイズ 𝑛𝑛 = 10 の場合の二項分布の確率 𝑝𝑝(𝑚𝑚) を求めているエクセルファイル

です． 
 
帰無仮説 𝐻𝐻0： 𝑝𝑝1 = 0.5，𝑝𝑝0 = 0.5 
対立仮説 𝐻𝐻1： 𝑝𝑝1 ≠ 0.5，𝑝𝑝0 ≠ 0.5  
 
としています． 
両側検定の考え方を，具体例で示します． 
母集団から 10 個のサンプルを抜き出したときに，1 が 1 個しか無かったとします．

帰無仮説が正しいとすると，1 が 1 個以下，もしくは 9 個以上である確率は 
 

𝑝𝑝1(0) + 𝑝𝑝1(1) + 𝑝𝑝1(9) + 𝑝𝑝1(10) = 0.0215 
 

二項検定の例：サンプルサイズが小さい場合(n = 10)

帰無仮説H0：
対立仮説H1：

母集団から10個のサンプルを抜き
出したときに，1 が 1 個しか無かっ
たとする．
帰無仮説が正しければ，1 が 1 個
以下，もしくは 9 個以上である確率
は

結論を間違う確率（危険率，有意水準）を 5% とすると，2.15 % 
（両側検定）は有意水準を下回る．

帰無仮説が間違っていたとして，これを棄却し，対立仮説を
採用する．

二項検定(n=10).xlsx



です．すなわち，帰無仮説が正しかったとすると，目の前の 1 が 1 個しか出なかっ

たことは，滅多に起きない（生起確率 2.15%）ことが起きたことになります．これ

は帰無仮説が間違っていたとして，これを棄却し，代わりに対立仮説を採用しま

す．もちろん，本当は帰無仮説が正しかった場合，1 が 1 個以下，もしくは 9 個
以上出る確率は 2.15%あります．この場合は，間違って対立仮説を採用してしまう

ことになります．その間違う危険率が 2.15%です． 
結論を間違う確率（危険率，有意水準）が 5% 以下であれば，対立仮説を採用す

るとするのが，統計的検定の考え方です． 
危険率は 1% が採用されることもあります．5％とするか 1％とするかには理論

的根拠はありません．経験的な受容レベルです． 
 
  



 

次に，サンプルサイズが大きい場合(𝑛𝑛 > 25)です．「二項検定(n=25).xlsx」を開いてくだ

さい． 
サンプルサイズ 𝑛𝑛 が大きくなると中心極限定理により，𝑛𝑛 個のサンプルの値の平均値

を �̅�𝑥 とすると，規格化された平均値 𝑧𝑧̅ は標準正規分布に従います．二項分布の平均値 �̅�𝑥 
の 
 
平均値：𝜇𝜇 = 𝑝𝑝 

標準偏差：𝜎𝜎 = �𝑝𝑝(1 − 𝑝𝑝)/𝑛𝑛 

 
です．規格化された平均値は 
 

𝑧𝑧̅ =
�̅�𝑥 − 𝜇𝜇
𝜎𝜎

=
�̅�𝑥 − 𝑝𝑝

�𝑝𝑝(1 − 𝑝𝑝)/𝑛𝑛
 

 
です． 
 

二項検定の例：サンプルサイズが大きい場合(n > 25)

平均値：

標準偏差：

規格化された平均値：

二つのクラス（例えばコインの裏表）からなる母集団

帰無仮説H0：
対立仮説H1：

n 個のサンプルの値の平均値を とすると



 

サンプルサイズ n が大きいと，中心極限定理により 𝑧𝑧̅ は標準正規分布に従います． 
サンプルサイズ 𝑛𝑛 = 25,  𝑝𝑝 = 0.5 の場合の 𝑧𝑧̅ の頻度分布と標準正規分布の棒グラフを示

します．頻度分布と標準正規分布はよく一致しています． 
標準正規分布において，|𝑧𝑧̅| > 1.96の確率が 0.05 です． 

 
  

二項検定の例：サンプルサイズが大きい場合(n > 25)
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中心極限定理により n が
大きいと は標準正規分
布に従う．

n = 25の場合

標準正規分布

| | > 1.96で有意差あり



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
「二項検定(n=25).xlsx」を開いてください．サンプルサイズ 𝑛𝑛 = 25，𝑝𝑝 = 0.5 の場合に

おける，1 の数 m と�̅�𝑥 = 𝑚𝑚
𝑛𝑛
，𝑧𝑧̅ = �̅�𝑥−𝑝𝑝

�𝑝𝑝(1−𝑝𝑝)/𝑛𝑛
 の値を求め，25 個のサンプル中で 1 の数が m 

である確率 𝑝𝑝(𝑚𝑚) を求めています． 
セル D6 以下のセルに，(2.1)式に従って確率𝑝𝑝(𝑚𝑚)を求めています．𝑛𝑛 = 25の場合，|𝑧𝑧̅| > 

1.96 となる確率は，4.32%です． 
すなわち，1 が 7 個以下，もしくは，18 個以上である確率が 4.32%です．𝑛𝑛 = 25の場

合，1 が 7 個以下，もしくは，18 個以上が帰無仮説を棄却できる棄却域です．規格化され

たこの値では，|𝑧𝑧̅| > 1.96 が棄却域です．なお，4.32%は 5%より小さいのですが，仮に 1 が

8 個以下もしくは 17 個以上を棄却域とすると，そのような結果となる確率は 10.8%であ

り，有意水準 5%を大きく上回ってしまいます． 
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二項検定の例：（規格化，棄却域）

この範囲の確率
2.16％

2.16％

2.16％2.16％

| | > 1.96となる確率は4.32%(5%以下）
二項検定(n=25).xlsx



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
「二項検定(n=25, z の分布) .xlsm」を開いてください．サンプルサイズ 𝑛𝑛 = 25,  𝑝𝑝 =

0.5,  𝑞𝑞(= 1 − 𝑝𝑝) = 0.5の場合の 1000 組×100 回 のシミュレーションを行うエクセルファイ

ルです． 

32 行目の 𝑧𝑧̅ = �̅�𝑥−𝑝𝑝
�𝑝𝑝(1−𝑝𝑝)/𝑛𝑛

 の値は小数点以下 2 桁目で四捨五入しています． 

このシミュレーションでは，1，0 の数字の出る確率が 2 項分布に従う場合，25 個のサン

プルに含まれる 1 の数から得られる 𝑧𝑧̅ = �̅�𝑥−𝑝𝑝
�𝑝𝑝(1−𝑝𝑝)/𝑛𝑛

 の値は，組ごとにばらつきますが，1000

組×100 回 での出現頻度は標準正規分布に従うことを体験できます． 
 
  

二項検定(n=25, zの分布) .xlsm
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これは標準正規分布の確率密度関数 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
1

√2𝜋𝜋
𝑒𝑒−

𝑥𝑥2
2  

 
のグラフです．|𝑥𝑥| > 1.96 の領域で 𝑓𝑓(𝑥𝑥)と 𝑥𝑥 軸の間を赤く塗ってあります．この赤い部

分の面積 
 

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
−1.96

−∞
𝑑𝑑𝑥𝑥＋� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)

∞

1.96
𝑑𝑑𝑥𝑥 

 
は 0.05 です．この値は，事象 𝑋𝑋 が標準正規分布に従うときに，𝑥𝑥 が |𝑥𝑥| > 1.96 の範囲に

ある確率です．すなわち，事象 𝑋𝑋 が標準正規分布に従うとき，有意水準が 5％における 𝑥𝑥 
の閾値は 1.96 です． 
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この範囲
の確率
2.5%

この範囲
の確率
2.5%

標準正規分布と有意水準，閾値

で有意差あり



 

 
𝑧𝑧̅ が標準正規分布に従う場合，𝑧𝑧̅2 は自由度 1 の 𝜒𝜒2 分布に従います． 
 
  

分布：ノンパラメトリック検定の第二歩目

は自由度1の 分布
に従う．

二つのクラス（例えばコインの裏表）からなる母集団

1 である確率 P
0 である確率 1 – P

n 個のサンプルの値の平均値を とすると

中心極限定理により n が
大きいと は標準正規分
布に従う．



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
「カイ 2 乗分布.xlsm」のファイルを開いてください．𝑧𝑧̅ が標準正規分布に従う場合，𝑧𝑧̅2 

は自由度 1 の 𝜒𝜒2 分布に従うことを体験できるシミュレーションです． 
5 行目で標準正規分布に従う乱数 𝑧𝑧 を生成して，6 行目でその 2 乗値 𝑧𝑧2 を求めて，小

数点以下 1 桁目を切り捨てることを 1000 組について実施しています．セル C9 は 6 行目に

おける 0 の個数を数えて 1000 で割ることで，6 行目における 0 の出現頻度を求めていま

す．以下のセルでは，それぞれ 1, 2, 3, ・・・の出現頻度を求めています．セル D9 以下で

は自由度 1 の 𝜒𝜒2 分布の区間 0 ≤  𝑧𝑧2 < 1，1 ≤  𝑧𝑧2 < 2，2 ≤  𝑧𝑧2 < 3，・・・における理論

確率を求めています． 
5 行目の各セル内の 

 
=NORMSINV(RAND()) 
 
は標準正規乱数を生成する関数です． 
セル D9 内の 

 
=CHIDIST(B9,1)-CHIDIST(B10,1) 
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カイ2乗分布.xlsm

自由度1のχ2分布

頻度分布



は 𝑓𝑓𝜒𝜒1(𝑥𝑥) を自由度 1 のカイ 2 乗分布の確率密度関数とすると 
 

CHIDIST(B9,1) - CHIDIST(B10,1) = ∫ 𝑓𝑓𝜒𝜒1(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥∞
0 − ∫ 𝑓𝑓𝜒𝜒1(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥∞

1 = ∫ 𝑓𝑓𝜒𝜒1(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥1
0  

 
です． 
 
  



 

 
ここで，𝑧𝑧2 の式を変形します． 
  

変数 z2 の変形

1の数
0の数



 
 

2 項分布の 𝑧𝑧2 の式を変形すると，𝑧𝑧2 = (𝑋𝑋1−𝑁𝑁𝑝𝑝)2

𝑁𝑁𝑝𝑝
+ (𝑋𝑋0−𝑁𝑁𝑁𝑁)2

𝑁𝑁𝑁𝑁
 となります．𝑝𝑝 は 1 の出る確

率，𝑞𝑞 は 0 の出る確率であり，np は 1 の出る回数の期待値，nq は 0 の出る回数の期待

値です． 
証明は省略して，2 項分布を k 項分布に拡張します．i (i = 1, 2,・・・, k)の出る確率を 

𝑝𝑝𝑖𝑖とします．このとき 
 

𝑧𝑧2 =
(𝑋𝑋1 − 𝑁𝑁𝑝𝑝1)2

𝑁𝑁𝑝𝑝1
+

(𝑋𝑋2 − 𝑁𝑁𝑝𝑝2)2

𝑁𝑁𝑝𝑝2
+ ⋯+

(𝑋𝑋𝑘𝑘 − 𝑁𝑁𝑝𝑝𝑘𝑘)2

𝑁𝑁𝑝𝑝𝑘𝑘
 

 
は，自由度 k – 1 の 𝜒𝜒2 分布に従います．1～k の出る確率 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,⋯ ,𝑝𝑝𝑘𝑘に対する制約は 
 

𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2 + ⋯+ 𝑝𝑝𝑘𝑘 = 1 
 
です． 
  

i の出る確率1の数 2の数 ・・ kの数

・・

拡張（文献[1]～[3] に証明あり．）

1の出る確率
0の出る確率

np : 1 の出る回数の期待値
nq : 0 の出る回数の期待値

1の数 0の数

：自由度1の 分布

分布の拡張

：自由度k-1の 分布

(3.2)

(3.1)



 

k 個のクラスからなる母集団から得られた散布から，母集団の確率分布を検定する方法

に適合度検定があります． 

各クラスの母集団の確率分布が 𝑝𝑝1,𝑝𝑝2,  ⋯ ,  𝑝𝑝𝑘𝑘 であると仮定します．サンプルサイズを n 
とすると，各クラスの期待度数 𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2,  ⋯ ,  𝑒𝑒𝑘𝑘 は 𝑛𝑛𝑝𝑝1,𝑛𝑛𝑝𝑝2,  ⋯ ,  𝑛𝑛𝑝𝑝𝑘𝑘 です． 
帰無仮説 H0，対立仮説 H1 を以下とします． 

 
帰無仮説 H0：各クラスの度数分布は期待度数 𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2,  ⋯ ,  𝑒𝑒𝑘𝑘 と一致する． 

対立仮説 H1：各クラスの度数分布は期待度数 𝑒𝑒1, 𝑒𝑒2,  ⋯ ,  𝑒𝑒𝑘𝑘 と一致しない． 

 
このとき，各クラスのサンプル数が 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2,  ⋯ ,  𝑥𝑥𝑘𝑘であったとすると， 
 

𝑧𝑧2 =
(𝑥𝑥1 − 𝑒𝑒1)2

𝑒𝑒1
+

(𝑥𝑥2 − 𝑒𝑒2)2

𝑒𝑒2
+ ⋯+

(𝑥𝑥𝑘𝑘 − 𝑒𝑒𝑘𝑘)2

𝑒𝑒𝑘𝑘
 

 
は，自由度 k - 1 の 𝜒𝜒2分布: 𝜒𝜒𝑘𝑘−12 に従います． 

  

適合度検定：母集団の確率分布の検定

k 個のクラスからなる母集団

帰無仮説H0：
と一致する．

対立仮説H1：
と一致しない．

各クラスのサンプル数 であったとき，

：自由度k-1の 分布



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

「適合度検定(χ2 乗検定)_3 クラス.xlsm」のファイルを開いてください．3 クラスでサン

プルサイズ n=60，各クラスの期待度数 𝑒𝑒1 = 20, 𝑒𝑒2 = 20,  𝑒𝑒3 = 20としたときの 
 

𝑧𝑧2 =
(𝑥𝑥1 − 𝑒𝑒1)2

𝑒𝑒1
+

(𝑥𝑥2 − 𝑒𝑒2)2

𝑒𝑒2
+

(𝑥𝑥3 − 𝑒𝑒3)2

𝑒𝑒3
 

 

の分布を体験するシミュレーションです． 

 
=INT(RAND()*3+1) 

 
により，1 or 2 or 3 を等確率でランダムに生成します． 

 
=COUNTIF(A$7:A$66,1) 

 
は，A 列の 60 個のサンプルから 1 の数を数えます． 

セル C7 では 
 

検定）

サンプルサイズ n = 60
1の期待度数 20
2の期待度数 20
3の期待度数 20

=INT(RAND()*3+1)

=COUNTIF(A$7:A$66,1)

1の数をカウント

1or 2 or 3をラン
ダムに出力

適合度検定(χ2乗検定)_3クラス.xlsm



𝑧𝑧12 =
(𝑥𝑥1 − 𝑛𝑛𝑝𝑝1)2

𝑛𝑛𝑝𝑝1
 

 
により，𝑧𝑧12 を計算します． 

67 行目では 𝑧𝑧2 の値を求めて，小数点以下 1 桁目を切り捨てています． 

 

  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

セル B70 では， 

 
=COUNTIF($A$67:$DKJ$67,A70)/$F$4 

 
により，67 行目にある 1000 組の 𝑧𝑧2 の値の中から，0 の出現頻度を求めています．やっ

ていることは，A 列 70 行目で指定されている数値: 0 の数を数えて，1000 で割っていま

す． 

セル C70 では 
 

0 < 𝑧𝑧2 ≤ 1 

 
の範囲における 𝜒𝜒22 分布の確率を求めています． 

図の棒グラフは，1000 組×100 回のシミュレーションにより得られた 𝑧𝑧2 の頻度分布と

 𝜒𝜒22 の確率分布です． 
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=COUNTIF($A$67:$DKJ$67,A70)/$F$4

=INT(SUM(C7:C9))

z2を求めて，小数点以下を切り捨て.

=CHISQ.DIST(A71,$B$4-1,TRUE)-
CHISQ.DIST(A70,$B$4-1,TRUE)

を計算

z2 =0の出現頻度を求めている．

z2

頻度分布

分布



 

 

k = 3 のとき 
 

0 ≤ 𝑧𝑧2 ≤ 5.99 

 

の範囲の確率は 95%です．z2 = 0からの 𝜒𝜒22 分布の確率を積算することで，𝑧𝑧2 = 5.99に
おける累積確率が 95％となります．従って， 
 

𝑧𝑧2 > 5.99となる確率は 5%です． 

 

𝑧𝑧2 > 5.99において帰無仮説を棄却し，対立仮説を採用します． 
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z2 > 5.99で有意差あり

z2

z2
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5.99

となる確率は5% 



 

ステューデントの t 検定のノンパラメトリック版がウィルコクソンの順位和検定です． 

ステューデントの t 検定は，互いに独立な事象 𝑋𝑋11,𝑋𝑋12,⋯ ,𝑋𝑋1𝑁𝑁1~𝑁𝑁(𝜇𝜇1,𝜎𝜎12),  
𝑋𝑋21,𝑋𝑋22,⋯ ,𝑋𝑋2𝑁𝑁2~𝑁𝑁(𝜇𝜇2,𝜎𝜎22),であり，かつ，𝜎𝜎12 = 𝜎𝜎22 = 𝜎𝜎2であるときに， 

 
帰無仮説 H0：𝜇𝜇1 = 𝜇𝜇2 
対立仮説 H1：𝜇𝜇1 ≠ 𝜇𝜇2 

 
とする検定です．ここで，𝑋𝑋~𝑁𝑁(𝜇𝜇,𝜎𝜎2)は，事象 𝑋𝑋 が，平均 𝜇𝜇，分散 𝜎𝜎2 の正規分布に従うこ

とを意味します． 

ステューデントの t 検定は事象 𝑋𝑋1𝑖𝑖, 𝑋𝑋2𝑖𝑖 の母平均 𝜇𝜇1，𝜇𝜇2 が等しいかどうかの検定です．

各事象が正規分布に従い，母分散が等しいと見なせるとき，ステューデントの t 検定を適用

できます．もし，各事象は正規分布に従うが，母分散が等しいと見なせないときには，ウェ

ルチの t 検定を適用できます． 

各事象の従う分布が正規分布でない場合には上記の検定を適用できません．ウィルコクソ

ンの順位和検定は，各事象の従う分布が正規分布でない場合に適用できる検定法です． 

 
帰無仮説 H0：𝐹𝐹1(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹2(𝑥𝑥) 

5. ：小標本の場合

帰無仮説H0：
対立仮説H1：

母集団１からのサンプル：

母集団２からのサンプル：

例：n1 = 2, n2 = 3とする．母集団１, ２からのサンプルをそれぞれA, Bと記
し，小さい順に並べる． BBABAであったとする．
先頭から1, 2, 3，・・・と順位をつける．サンプルサイズの小さい方の順位の
総和 t1 を求める．
t1 = 3 + 5 = 8

大きい順に並べる： ABABB
先頭から1, 2, 3，・・・と順位をつける．サンプルサイズの小さい方の順位の
総和 t2 を求める．
t2 = 1+ 3 = 4

t1 ，t2 の内小さい方の値を t 値として検定に用いる．

ステューデントのt検定のノンパラメトリック版



対立仮説 H1：𝐹𝐹1(𝑥𝑥) ≠ 𝐹𝐹2(𝑥𝑥) 
 

𝐹𝐹1(𝑥𝑥)，𝐹𝐹2(𝑥𝑥)はそれぞれ事象 𝑋𝑋1𝑖𝑖 , 𝑋𝑋2𝑖𝑖  の分布関数です．分布関数 𝐹𝐹(𝑥𝑥) と確率密度関数 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) の関係は 
 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

−∞
 

 
です． 

母集団１からのサンプル：𝑥𝑥11, 𝑥𝑥12,⋯ , 𝑥𝑥1𝑛𝑛1，母集団２からのサンプル：𝑥𝑥21, 𝑥𝑥22,⋯ , 𝑥𝑥2𝑛𝑛2  と
すると， 

 

帰無仮説 H0 ：サンプル 𝑥𝑥1𝑖𝑖, 𝑥𝑥2𝑖𝑖 が同じ分布から抽出された 

対立仮説 H1 ：サンプル 𝑥𝑥1𝑖𝑖, 𝑥𝑥2𝑖𝑖 は異なる分布から抽出された 

 
と書き換えることができます． 

まず，サンプルサイズが小さい（小標本の）場合です．検定統計量 t をスライド中の例

のように決定します．すなわち，母集団１, ２からのサンプル全てを値の小さい順に一列

に並べます．そして，先頭から 1, 2, 3, …と順位をつけます．母集団１, ２からのサンプル

のうち，サンプルサイズの小さい方について，順位の総和 t を求めます． 

 

  



 

例えば，n1 = 2, n2 = 3 の場合を考えます．組み合わせの総数が少ないので，全組み合わせ

を書き出すと 
 

BBBAA   BBABA   BABBA   ABBBA   BBAAB   BABAB   ABBAB   BAABB   
ABABB  AABBB 

 
です．t ≤ 4 となるのは AABBB, ABABB のときです．従って，t ≤ 4 となる確率は 2/10 
× 2 = 4/10 = 0.4 です．確率を 2 倍しているのは両側検定のためです． 

小標本の場合は数表が作られています．この表は有意水準 𝛼𝛼 = 0.05 の両側検定のための

ものです．小さい方のサンプルサイズを n1 とし，大きい方のそれを n2 としています．

例えば，n1 =3, n2 =5 のとき，表中の値は 0 です．n1 =3 のとき，順位和 t の最小値 tmin は
6 です．表の数値はこの最小値を引いた値です．n1 =3, n2 =5 のとき，表の値が 0 (すなわ

ち，t = 6)である確率は 0.05 以下であることを意味します．n1 =4 のとき tmin = 10 です．例

えば，n1 =4, n2 =5 のとき，表の値は 1 (t = 11)です．この例のサンプルサイズでは t ≦ 11 
となる確率が 0.05 以下です． 

  

ウィルコクソンの検定：小標本の場合（つづき）

n1 = 2, n2 = 3の場合の，全組み合わせ．
BBBAA   BBABA   BABBA   ABBBA   BBAAB   BABAB   
ABBAB   BAABB   ABABB  AABBB
この内，t 4 となるのはAABBB, ABABBのとき．従って， t

4 となる確率は 2/10×2 = 4/10．（2倍しているのは両側検
定のため）

 n 1    n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

3 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5
4 0 1 2 3 4 4 5 6 7 8 9 10
5 2 3 5 6 7 8 9 11 12 13 14
6 5 6 8 10 11 13 14 16 17 19
7 8 10 12 14 16 18 20 22 24
8 13 15 17 19 22 24 26 29
9 17 20 23 26 28 31 34

10 23 26 29 33 36 39
11 30 33 37 40 44
12 37 41 45 49
13 45 50 54
14 55 59
15 64

両側検定



 

順位和をサンプルサイズで割ったものはその群の平均順位です．サインプルサイズが大

きくなれば（大標本となれば）中心極限定理により順位和 t は正規分布に従います． 

n1, n2 が数表にないほどに大きい場合，t 値は，平均値 
 

    𝜇𝜇 =
𝑛𝑛1(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 1)

2
 

 
標準偏差 
 

    𝜎𝜎 = �𝑛𝑛1𝑛𝑛2(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 1)
12

 

 
の正規分布にほぼ従います．従って， 
 

：大標本の場合

帰無仮説H0：
対立仮説H1：

母集団１からのサンプル：

母集団２からのサンプル：

1. 小さい順に並べて順位をつける．
2. サンプルサイズの小さい方の順位の総和t1を求める．
3．大きい順に並べて順位をつける．
4．サンプルサイズの小さい方の順位の総和t2を求める．
5．t1 ，t2 の内小さい方の値を t 値として検定に用いる．

t 



    𝑧𝑧=
𝑡𝑡−𝑛𝑛1(𝑛𝑛1 +𝑛𝑛2 + 1)

2

�𝑛𝑛1𝑛𝑛2(𝑛𝑛1 +𝑛𝑛2 + 1)
12

 

 
は平均 0, 分散 1 の標準正規分布にほぼ従います． 

  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
n1=15, n2 =15 の場合について，z 値を求め，その頻度分布を求めるシミュレーションを

行うエクセル画面のスナップショットです．「ウィルコクソンの順位和検定.xlsm」ファイ

ルを開いてください． 
RAND()により，0 < 𝑥𝑥 < 1の範囲の乱数を生成します． 

セル C8 の RANK(A7, A$7:B$21, 1) により，セル A7 の数値がセル A7～B21 の範囲内の

数値の中で小さい方から何番目にあるかを求めます．A$7 としておくと，セル A7 の関数

がセル F7 にコピーされた際に，A$7 → F$7 と自動的に列記号は更新されますが，行番号の

7 は固定となり，更新されません．もし，$A$7 としておくと，A も固定となります．関数

の最後の引数 1 は，数値の小さい方から 1, 2, 3, ・・・と順位をつけること（昇順）を指

定します．この引数を 0 とすると，数値の大きい方から順位をつけること（降順）を指定

します． 

マクロを実行すると，23 行目の z 値の頻度分布が得られます．頻度分布は標準正規分布

にほぼ等しい分布となることが分かります． 
  

T

ウィルコクソンの順位和検定.xlsm

頻度分布

分布

0

0.1

0.2

0.3

0.4

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

=RAND()

=RANK(A7,A$7:B$21,1)

乱数

A7～B21の範囲内におけ
るA7の順位，小さい順



 

サンプル値の中に同じ値がある場合，順位付はどうすれば良いでしょうか？具体例で説

明します 
 

母集団１からのサンプル：{𝑥𝑥11, 𝑥𝑥12, 𝑥𝑥13, 𝑥𝑥14, 𝑥𝑥15} = {2,  3,  7,  7,  9} 
母集団２からのサンプル：{𝑥𝑥21, 𝑥𝑥22, 𝑥𝑥23, 𝑥𝑥24, 𝑥𝑥25} = {1,  3,  7,  11,  15} 

 
であったとします． 

これらサンプルを値の昇順に並べます．ただし，同順位の場合はどちらが先であってもか

まわないとします．同順位のサンプルの順位は，同じ値が無かったとしたときにつけられる

はずの順位の平均値をつけます．すなわち 
 

      𝑥𝑥21,   𝑥𝑥11,      𝑥𝑥12,        𝑥𝑥22,        𝑥𝑥13,         𝑥𝑥14,       𝑥𝑥23,       𝑥𝑥15,      𝑥𝑥24,       𝑥𝑥25 
 値       1    2     3      3      7     7      7     9    11    15 

順位   1  2  3.5    3.5      6     6      6     8     9    10 

 
とします． 

  

同順位（タイ, ties）がある場合

サンプル値の中に同じ値がある場合，順位付はどう
すればよいでしょうか？

例：母集団１からのサンプル：
母集団２からのサンプル：

であったとします．サンプル値の昇順に並べます．ただし，同順位の組の
中の順番はどちらでも良いとします．順位は以下の通りにつけます．

値 1 2 3 3 7 7 7 9 11 15
順位 1 2 3.5 3.5 6 6 6 8 9 10

すなわち，同じ値が無かったとしたときにつけられるはずの順位の平均値
がつけられます．
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サインプルサイズが大きくなれば（大標本となれば）中心極限定理により順位和 t は正

規分布に従います．t 値は，平均値 

    𝜇𝜇 =
𝑛𝑛1(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 1)

2
 

 
標準偏差 

    𝜎𝜎= �
𝑛𝑛1𝑛𝑛2

12𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)�𝑛𝑛
3−𝑛𝑛− � �𝑑𝑑𝑖𝑖

3−𝑑𝑑𝑖𝑖�
𝑠𝑠

𝑖𝑖=1
� 

 
の正規分布にほぼ従います．ただし，𝑛𝑛 = 𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2, s :同順位となる組数, 𝑑𝑑𝑖𝑖: 同順位となる

組 i に属するサンプルの数です．前スライドの例では, 𝑠𝑠 = 2,  𝑑𝑑1 = 2,  𝑑𝑑2 = 3 です． 

標準偏差は同順位があるために少し小さくなります． 

  

ある場合，かつ大標本の場合

t 

s :同順位となる組数
: 同順位となる組 i に属するサンプルの数

前スライドの例では, です．32



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

「ウィルコクソンの順位和検定（同順位のある場合）.xlxm」ファイルを開いてください．

メニューバーから「開発」→「マクロ」→「編集」と左クリックすると，VBA のマクロが表

示されます．このマクロは第１組から第 1000 組までそれぞれ母集団１からのサンプル 15
個，母集団 2 からのサンプル 15 個の総計 1,000 組×30 個=30,000 個の乱数を生成します．

その直後に同順位データを生成して上書きします．同順位となるサンプルの数はセル C4, 
D4, E4 で設定しています．これらセルの数値は，マクロの実行前に，人手で書き換えて設

定します．d1 + d2 + d3 ≦ mini(n1, n2)とする必要があります．マクロはこれらのセルの値

を読み込んで，まず，乱数を一つ生成し，セル A7 もしくは B7 のいずれかをその生成した

値で書き換えます．いずれの選択確率も 0.5 です．次に，セル A8 もしくは B8 のいずれか

を最初に生成したものと同じ値で書き換えます．以降，A9 or B9, …と d1 で指定され行数に

ついて書き換えていきます．次は，新たな乱数を一つ生成して，d2 で指定された行数だけ

同様に書き換えます．最後に，もう一つ新しく乱数を一つ生成して，d3 で指定された行数

だけ同様に書き換えます．このスライドの例では A7,A8,A9 が同順位となり，次は A10, B11
が同順位となり，最後は A12, A13 が同順位となっています． 

 以降マクロは第 2 組～第 1000 組について，同様の書き換えを行っていきます． 

 24 行目のセルでは同順位を考慮した場合の z 値 

    

補正𝑧𝑧

頻度分布

分布

0

0.1

0.2

0.3

0.4

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5



補正𝑧𝑧 =
𝑡𝑡 − 𝑛𝑛1(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 1)

2

�
𝑛𝑛1𝑛𝑛2

12𝑛𝑛(𝑛𝑛 − 1) (𝑛𝑛3 − 𝑛𝑛 − ∑ (𝑑𝑑𝑖𝑖3 − 𝑑𝑑𝑖𝑖)𝑠𝑠
𝑖𝑖=1 )

 

 
を計算しています． 

 エクセルシートは 1000 組の補正 z 値の頻度分布を棒グラフに描きます．以上を 1 回の

試行として，マクロは 1000 組×100 回の試行の補正 z 値の頻度分布を求めた棒グラフに

描きます． 

100 試行の計算には時間がかかります．セル C40 に今，何試行目であるかが表示されま

す．スライドの右下には得られた頻度分布の例を示します．ほぼ標準正規分布に近い分布

が得られています． 

なお，この例では，補正項 ∑ (𝑑𝑑𝑖𝑖3 − 𝑑𝑑𝑖𝑖)𝑠𝑠
𝑖𝑖=1  の値は 33 − 3 + 23 − 2 + 23 − 2 = 36 です．一

方，𝑛𝑛3 − 𝑛𝑛 = 303 − 30 = 26970 です．補正項により標準偏差は 0.07%大きくなります． 

  



 

ステューデントの t 検定のノンパラメトリック版にはマン・ホイットニーの U 検定もあり

ます． 

ウィルコクソンの順位和検定とマン・ホイットニーの U 検定は本質的に同じ検定法で

す．ほぼ同時期に発表されています[1][2]．両者は検定統計量の求め方が異なります． 

検定統計量 u はスライド中の例のように決定します． 

 

[1] Mann, H. B. and Whitney, D. R., “On a test of whether one of two random variables is stochastically larger than 

the other,” The Annals of Mathematical Statistics, Vol. 18, no. 1 (Mar., 1947), pp. 50-60 

[2] Wilcoxon, F., “Individual Comparison by Ranking Method,” Biometrics Bulletin, Vol. 1, no. 6, (Dec., 1945), 

pp.80-83 

 

  

6. U検定：小標本の場合

帰無仮説H0：
対立仮説H1：

母集団１からのサンプル：

母集団２からのサンプル：

例：n1 = 2, n2 = 3とする．母集団１, ２からのサンプルをそれぞ
れA, Bと記す．
小さい順に並べる： BBABA
Aより右にあるBの数を各Aについて数え，総和を求める．

u1 = 1 + 0 = 1
Aより左にあるBの数を各Aについて数え，総和を求める．
u2 = 2 + 3 = 5
値の小さい方の u 値を検定に用いる．

ステューデントのt検定のノンパラメトリック版



 

大標本の場合 

平均値：𝜇𝜇 =
𝑛𝑛1𝑛𝑛2

2
 

標準偏差：𝜎𝜎 = �𝑛𝑛1𝑛𝑛2(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 1)
12

. 

の正規分布に従います．従って， 

    𝑧𝑧 =
𝑢𝑢 − 𝑛𝑛1𝑛𝑛2

2

�𝑛𝑛1𝑛𝑛2(𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2 + 1)
12

 

は平均 0, 分散 1 の標準正規分布にほぼ従います． 

𝑢𝑢1,   𝑢𝑢2は，順位和 𝑡𝑡1,   𝑡𝑡2 を定数から引いた値です．よって，u 値と t 値は平均値が異なり，標準偏差

は同じになります． 

  

U検定：大標本の場合

1. 小さい順に並べて順位をつける
2. サンプル１，２群それぞれの順位の総和 t1, t2 を求める．

（この t 値はウィルコクソンの順位和検定の t 値と同じ．）
3. u1, u2 を次式により求める．

4．u 値の

35



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

「マン・ホイットニーの U 検定.xlsm」を開いてください．母集団１, ２からのサンプル

をそれぞれ 1 群，2 群として小さい順に順位をつけ，u 値，ｚ値を求めることを 1000 組に

ついて実行し，z 値の頻度分布を描くエクセルファイルです． 

  

検定統計量

=$A$4*$B$4+$A$4*($A$4+1)/2-
SUM(C7:C26)

u1

=(C27-$A$4*$B$4/2)
/SQRT($A$4*$B$4*($A$4+$B$4+1)/12)

z1=ROUND(ABS(D28),0)

マン・ホイットニーのU検定.xlsm



 

 

図は 1000 組×100 回のシミュレーションを繰り返したときの z の頻度分布と標準正規

分布です． 

検定統計量 z がほぼ標準席分布となることが分かります．有意水準 5%の両側検定で

は，|z| > 1.96 のときに有意差ありとして帰無仮説を棄却できます． 

  

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

検定統計量

z

中心極限定理により標準正規分布となる．

標準正規分布

z の頻度分布

1.96-1.96
で有意差あり



 

マン・ホイットニーの U 検定において，同順位がある場合の扱いは，ウィルコクソンの

順位和検定の場合と同じです．大標本の場合，u 値は，平均値 
 

    𝜇𝜇 =
𝑛𝑛1𝑛𝑛1

2
 

 
標準偏差 
 

    𝜎𝜎= �
𝑛𝑛1𝑛𝑛2

12𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)�𝑛𝑛
3−𝑛𝑛− � �𝑑𝑑𝑖𝑖

3−𝑑𝑑𝑖𝑖�
𝑠𝑠

𝑖𝑖=1
� 

 
の正規分布にほぼ従います．ただし，𝑛𝑛 = 𝑛𝑛1 + 𝑛𝑛2，s :同順位となる組数，𝑑𝑑𝑖𝑖: 同順位とな

る組 i に属するサンプルの数です． 

標準偏差は同順位があるために少し小さくなります． 

  

ある場合，かつ大標本の場合

u 

s :同順位となる組数
: 同順位となる組 i に属するサンプルの数
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対応のあるステューデントの t 検定のノンパラメトリック版がウィルコクソンの符号付

き順位和検定です． 
 

帰無仮説，対立仮説はウィルコクソンの順位和検定と同じです． 
 

帰無仮説 H0：𝐹𝐹1(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹2(𝑥𝑥) 
対立仮説 H1：𝐹𝐹1(𝑥𝑥) ≠ 𝐹𝐹2(𝑥𝑥) 
 

ウィルコクソンの符号付き順位和検定がウィルコクソンの順位和検定と異なるのは，例え

ば 
 

製品 no.:         1    2 ･･･  n 

案１のサンプル：𝑥𝑥11,    𝑥𝑥12,⋯ ,   𝑥𝑥1𝑛𝑛 
案２のサンプル：𝑥𝑥21,    𝑥𝑥22,⋯ ,   𝑥𝑥2𝑛𝑛 

 
のように，案１と案２に対応がある点です．この例では n 個の製品それぞれに案１, ２を適用して，

サンプル 𝑥𝑥1𝑖𝑖,   𝑥𝑥2𝑖𝑖 を抽出しています．製品ごとにサンプル値が大きく異なるとすると，案１, ２の

7 ：小標本の場合
（対応のある場合）

帰無仮説H0：
対立仮説H1：

製品no.: 1 2 n
案１のサンプル：
案２のサンプル：

1．製品ごとにサンプル値の差 を求める．

2．差の絶対値 をとる．

3．各絶対値の n 個の中での順位を求める．

4. 差がマイナスである製品について順位の総和 t
を求める．

対応のあるステューデントのt検定のノンパラメトリック版



効果の違いに有意差が見られない結果となってしまうことがあります．サンプル値の差 (𝑥𝑥1𝑖𝑖 − 𝑥𝑥2𝑖𝑖) 
を求めれば，製品の違いによる影響を取り除くことができます． 

ウィルコクソンの符号付き順位和検定の t 値はスライドに記した手順により求めます． 

  



 

サンプルサイズ n = 6 の場合の例を示します．案 A の値が小さい（差がマイナスの）場

合を A，案 B が小さい場合を B と表します． 

案 A の値がすべて大きければ ，絶対値の小さい順に並べると 

  BBBBBB 

と表されます．このとき， 𝑡𝑡 = 0 です． 

スライドには A, B の組み合わせとそのときの t 値の一部を示してあります． 

案 A の値がすべて小さければ 

   AAAAAA 

であり，このとき 𝑡𝑡 = 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)
2 = 21です． 

  

例：n = 6とする． 案Aの値が小さい（差がマイナスの）場合をA，案
Bが小さい場合をBと表す．

案Aの値がすべて大きければ ，絶対値の小さい順に並べると

BBBBBB
と表される．このとき， ．
案Aの値が小さい場合が1つだけの場合：

ABBBBB BABBBB BBABBB BBBABB ・・・
t = 1 2 3 4
案Aの値が小さい場合が2つの場合：

ABABBB ABBABB ABBBAB ABBBBA ・・・
t = 4 5 6 7
案Aの値がすべて小さければ

AAAAAA

このとき ．



 

サンプルサイズ n = 6 のとき，t = 0 or 21 となる確率は，全 2
6 
通りの組み合わせの内の 2 

通りなので， 
 

 
2
26

= 0.03 < 0.05 

 
です．もし，t 値がこれらの値となれば， 両側検定で有意差ありです． 

t ≤ 1 or 𝑡𝑡 ≥ 20となる確率は，全 2
6 
通りの内の 4 通りなので， 

 

  4
26

= 0.0625 > 0.05 

 
です．t = 1 or 20 の場合は，有意差はありません． 

  

n = 6のとき

t = 0 or 21 となる確率

全 26 通りの内 2 通り．

3 < 0.05 
（両側検定）有意差あり．

t 1 or となる確率
全 26 通りの内 4 通り．

> 0.05 
（両側検定）有意差無し．

Wilcoxonの符号付き順位和検定

n
両側検定5%で有意

となるt値
6 0
7 2
8 4
9 6

10 8
11 11
12 14
13 17
14 21
15 25
16 30
17 35
18 40
19 46
20 52
21 59
22 66
23 73
24 81
25 89



 

大標本の場合には，t 値の平均値は 
 

𝜇𝜇 =
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)

4
 

 

となり，分散は 
 

𝜎𝜎2 =
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 1)

24
 

 

となります． 

  

n > 25のとき：大標本の場合

t 値の平均値

t 値の分散



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

「ウィルコクソンの符号付き順位和検定.xlsm」のエクセルファイルを開いて下さい． 

セル A7 から B26 では，それぞれ 0 < 𝑥𝑥 < 1の範囲の乱数を生成しています．これら乱

数は行ごとに対応があるとしています．C 列で１群と２群のサンプル値の差を行ごとに求

め，D 列でその絶対値を求めています．E 列では D 列の値に対して大きい順に番号を付け

ています．（小さい順ではありませんが，本質的な違いはありません．）F 列では C 列で負

の値となった場合だけ E 列の順位をそのままコピーしています．セル F27 で F 列の順位

の総和を求めています．セル F28 では，検定統計量 
 

𝑧𝑧 =
𝑡𝑡 − 𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)

4

�𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)(2𝑛𝑛 + 1)
24

 

 
を計算しています． 

  

=B3*(B3+1)/4

=SQRT(B3*(B3+1)*(2*B3+1)/24)

=RAND()

=RANK(D7,D$7:D$26)

=IF(C7<0, E7, 0)

=SUM(F7:F26)

=ROUND((F27-$B$4)/$D$4,0)

検定統計量：z

ウィルコクソンの符号付き順位和検定.xlsm



 

1000 組について z 値を求め，その頻度分布を求め，さらに 1000 組×100 回のシミュレー

ション結果の頻度分布がスライドの図です． z の頻度分布はほぼ標準正規分布に従うこと

が分かります． 
  

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
z

標準正規分布

z の頻度分布

検定統計量：

で有意差あり



 

サンプル値の中に同じ値がある場合，順位付はどうすれば良いでしょうか？スライドで

は具体例で説明してあります．スライドの説明を読んでください． 
  

同値，同順位（タイ, ties）がある場合

サンプル対の中に同じ値がある場合，また，サンプル対の差の絶
対値に同順位がある場合，順位付はどうすればよいでしょうか？

例：案１からのサンプル：
案２からのサンプル：

であったとします．各対の差の絶対値は

となります．差が0の対は順位付から外します．

差の絶対値 1 1 6
順位 1.5 1.5 3

同順位の場合，同順位が無かったとしたときにつけられるはずの順位の平均値
がつけられます．



 

ウィルコクソンの符号付き順位和検定において，n 個の対があるとします．その中で，差の値が 0 の

対が 𝑑𝑑0 個あったとします．これらの対は検定の対象から除去しますので，残った対数 𝑛𝑛′ = 𝑛𝑛 − 𝑑𝑑0 

です．次に，絶対値が同じ値である対を一つの組にまとめます． 

大標本の場合の t 値の平均値と分散は 

𝜇𝜇 =
𝑛𝑛′(𝑛𝑛′+ 1)

4
 

𝜎𝜎2 =
𝑛𝑛′(𝑛𝑛′+ 1)(2𝑛𝑛′ + 1)

24
−�

𝑑𝑑𝑖𝑖�𝑑𝑑𝑖𝑖2 − 1�
48

𝑠𝑠

𝑖𝑖=1

 

となります．ただし，𝑛𝑛′ = 𝑛𝑛 − 𝑑𝑑0，𝑑𝑑0:差の無い対の個数，s :同順位となる組数，𝑑𝑑𝑖𝑖: 同順位となる組 i 

に属するサンプル対の数です． 

  

ある場合，かつ大標本の場合

t と分散

差の無い対の個数
s :同順位となる組数

: 同順位となる組 i に属するサンプル対の数



 

一元配置分散分析のノンパラメトリック版がクルスカル・ワリスの検定です． 

これまでの検定は 2 群の分布間の差の検定でした．ここでは，k 群の分布間に差があるかを検定しま

す． 

帰無仮説は「k 群の分布間に差が無い」であり，対立仮説は「k 群のいずれかの分布間に差がある」で

す． 

検定統計量は全サンプルを値の小さい順に並べて順位を付けます．そして，群ごとに順位の総和 ti 

を求めます．検定統計量は 

ℎ =
12

𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)
�

𝑡𝑡𝑖𝑖2

𝑛𝑛𝑖𝑖

𝑘𝑘

𝑖𝑖=1

− 3(𝑛𝑛 + 1) 

です． 

 

  

8. ：小標本の場合

k 群の互いに独立な標本

帰無仮説H0：
対立仮説H1：

第1群からのサンプル：

第2群からのサンプル：

第k群からのサンプル：

個の観測値に順位をつける．
群ごとに順位の総和 を求める．

検定統計量：

一元配置分散分析のノンパラメトリック版



 

例えば，𝑛𝑛1 = 3,𝑛𝑛2 = 2,𝑛𝑛3 = 2とします．第 1，２，３群に所属するサンプルをそれぞれ A, B, C とし

ます． 

スライドには 3 通りの極端な例を示してあります．これらの検定統計量 h はいずれも 5.357 です． 

A が３つ，B が２つ，C が 2 つのとき，これらの並べ方は， 7!/3!2!2! = 210 通りです．７つの記号が全

て異なるとすれば，並べ方は順列の 7! 通りです．この並べ方の内，重複が A で 3! 通り，B で 2! 通

り，C で 2! 通りあります．この重複分を除くことは，7! を 3!2!2! で割ることでできます． 

hmax = 5.357 となる組み合わせは 6 通りあります．従って，hmax の出現する確率は 6/210 = 0.029 で

す． 

  

とする．第1, 2, 3群に所属するサ
ンプルをそれぞれA, B, Cとする．

AAABBCC

BBCCAAA 57
BBAAACC 57

全組み合わせ 通り．

となる組み合わせ：3群の順列 = 6通り



 

この例(AAABCBC)では，h は前スライドの例より小さくなります． 

h = 4.714 となるのは，AAABCBC, AAACBCB, BCBCAAA, CBCBAAA の 4 通りあります．ℎ ≥ 4.714 

となるのは，前スライドの例と合わせて 10 通りです．従って，ℎ ≥ 4.714 となる確率は 10/210 = 0.048 
です． 

スライド中の表はサンプルサイズが小さい場合に，h の取り得る値の内，大きいほうの値と，その値

が出現する確率を計算した例です． 

例えば，𝑛𝑛1 = 2,𝑛𝑛2 = 1, 𝑛𝑛3 = 1 の場合，A, A, B, C の並びは全部で 4!/2!1!1! = 12 通りです．これらの

内 h = 2.7 となるのは AABC, AACB, BAAC, CAAB, BCAA, CBAA の 6 通りです． 従って，h = 2.7 と

なる確率 p = 0.5 です．𝑛𝑛1 = 2,𝑛𝑛2 = 1, 𝑛𝑛3 = 1 の場合は p 値が 0.05 を下回る並びはありません．この

場合は検定をするまでもなく有意差のある結果を得ることはありません． 

𝑛𝑛1 = 3,𝑛𝑛2 = 2, 𝑛𝑛3 = 2 の場合において，ℎ ≥ 4.714 であれば，有意水準 5% で帰無仮説を棄却できま

す． 

  

AAABCBC

AAACBCB BCBCAAA CBCBAAA
h = 4.714となるのは以上の4通り．

となるのは10通り． n 1 n 2 n 3

2 1 1 2.7 0.5

2 2 1 3.6 0.2

2 2 2 4.571 0.067
3.714 0.2

3 1 1 3.2 0.3

3 2 1 4.286 0.1
3.857 0.133

3 2 2 5.357 0.029
4.714 0.048

4.5 0.067

サンプルサイズ
h p



 

k 群の場合，n → ∞ において h は自由度 k – 1 の 𝜒𝜒2 分布に従います． 

  

：大標本の場合



 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
「クルスカル・ワリスの検定(3 群).xlsm」のエクセルファイルを開いてください．𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3

の 3 群で，各群のサンプルサイズが 𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛3 = 20  の場合における検定統計量 h の分

布を求めるシミュレーションを実施するファイルです．セル F30 では h の値に対して 
INT()関数を用いることで，小数点以下を切り捨てています．ファイル内ではこの h を求め

る計算を 1000 組について実行し，h = 0, 1, 2, 3, ・・・の出現頻度を求めています． 
 
 
 
 
 
 
 

=RAND()

=RANK(A7,A$8:C$27,1)

=SUM(D8:D27)

=INT($B$5*(D28^2/$B$4+E28^2/$D$4
+F28^2/$F$4)-$D$5)

クルスカル・ワリスの検定(3群）.xlsm



 

図中の青色のバーが得られた h の頻度分布の例です．横軸は h の値，縦軸が h の値の

出現頻度です．赤色のバーは𝜒𝜒22分布の理論値です．前スライドのエクセルファイルを開いた

状態で（windows パソコンであれば）F9 キーを押すことで，1000 組の全乱数を再生成させ

て，h の頻度分布を求め直すことができます．頻度分布は F9 キーを押す度に変化しますが，

赤色のバーの周辺を変化することが見て取れます．𝜒𝜒22分布においては ℎ ≥ 5.99 となる確率

が 0.05 です．従って，ℎ > 5.99 のとき，有意差ありとして，帰無仮説を棄却することがで

きます． 
 
  

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

分布

頻度分布

h

5.99

z > 5.99で有意差あり

5%



 

テューキーの方法のノンパラメトリック版がスティール・デュワスの検定です． 
k 群の互いに独立な標本の任意の対（第 i 群と第 j 群，𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗）において 
 

帰無仮説 H0：𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹𝑗𝑗(𝑥𝑥) 
対立仮説 H1：𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥) ≠ 𝐹𝐹𝑗𝑗(𝑥𝑥) 

 
とします．各群のサンプルサイズ𝑛𝑛1,𝑛𝑛2,⋯ , 𝑛𝑛𝑘𝑘は等しいとします． 
 第 i 群と第ｊ 群に対してウィルコクソンの順位和検定を適用します．多重比較を考慮し

て，検定統計量 𝑡𝑡𝑖𝑖𝑗𝑗 の閾値 𝑡𝑡𝑡𝑡ℎ を，ウィルコクソンの順位和検定より厳しく設定します． 
 
  

9. 

k 群の互いに独立な標本

帰無仮説H0：

対立仮説H1：

第1群からのサンプル：

第2群からのサンプル：

第k群からのサンプル：

検定統計量 であれば帰無仮説

を棄却し，対立仮説 を採用する．

第i 群と第ｊ 群に対してウィルコクソンの順位和検定を適用する．

テューキーの方法のノンパラメトリック版



 

 𝑡𝑡𝑡𝑡ℎ は，その値以下となるmin
𝑖𝑖≠𝑗𝑗

�𝑡𝑡𝑖𝑖𝑗𝑗�の出現確率が有意水準（例えば 5%）以下となる閾値で

す．例えば，スライド内のヒストグラムは，𝑛𝑛1 = ⋯ = 𝑛𝑛𝑘𝑘 = 6,  𝑘𝑘 = 3のとき, min
𝑖𝑖≠𝑗𝑗

�𝑡𝑡𝑖𝑖𝑗𝑗�  を求め

ることを 10 万回繰返して，min
𝑖𝑖≠𝑗𝑗

�𝑡𝑡𝑖𝑖𝑗𝑗� の出現頻度を求めた結果です．min
𝑖𝑖≠𝑗𝑗

�𝑡𝑡𝑖𝑖𝑗𝑗� ≤ 24の出現頻度

は 4.11%，min
𝑖𝑖≠𝑗𝑗

�𝑡𝑡𝑖𝑖𝑗𝑗� ≤ 25 の出現頻度は 6.74%でした．これより，閾値 𝑡𝑡𝑡𝑡ℎ = 24です． 

スライド内の数表は，文献[3]からの抜粋です．サンプルサイズ𝑛𝑛1 = ⋯ = 𝑛𝑛𝑘𝑘 =?とサンプル

群数 k に応じて，閾値𝑡𝑡𝑡𝑡ℎが示されています．上記のシミュレーション例は，表中の○印の場

合が対応します． 
 
[3] R. G. D. Steel, “Some rank sum multiple comparisons tests,” Biometrics, Vol. 17, No. 4, 1961 

 
  

は，それ以下の の出現確率が有意水準（例えば5%）以下となる

の値である．例えば，下図のヒストグラムは， のと

き, を求めることを10万回繰返して， の出現頻度を求めた結果である．

の出現頻度は4.11%， 5の出現頻度は6.74%であった．

3 4 5 6 7 8 9 10
5 16 15
6 24 23 22 21
7 34 32 31 30 29 28 28
8 45 43 42 40 40 39 38 38
9 59 56 54 53 52 51 50 49

10 74 71 68 67 66 64 63 63

サンプルサイズ

n 1= ･･･ = n k= ?
サンプル群数 k

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

15 20 25 30 35 40 45

4.11%出
現

頻
度



 
 大標本の場合には検定統計量𝑧𝑧𝑖𝑖𝑗𝑗は標準正規分布に従います．ちなみに，マン・ホイットニ

ーの U 検定を適用した場合にも，検定統計量𝑧𝑧𝑖𝑖𝑗𝑗は標準正規分布に従います． 
テューキーの方法では，2 群のペアごとにステューデントの t 検定を実施します．そして，

z 値の境界値を，多重比較を考慮して決定します．例えば，2 群で， 𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛2 = 20，有意水

準 5%で両側検定の場合， 𝑧𝑧12 値の境界値 𝑧𝑧𝑡𝑡ℎ = 2.02です．3 群で， 𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛3 = 20，有

意水準 5%で両側検定の場合， 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑗𝑗 値の境界値 𝑧𝑧𝑡𝑡ℎには「ステューデント化された範囲」と

呼ばれる値を用いなければなりません．数表より，データ群数 3，自由度∞の場合のステュ

ーデント化された範囲の 5%点は 3.314 です．これより，𝑧𝑧𝑡𝑡ℎ = 3.314
√2

= 2.34（ステューデント

化された範囲の数表の値はそのまま用いるのではなく，√2で割る必要があります．）としま

す．そして，検定統計量 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑗𝑗 > 𝑧𝑧𝑡𝑡ℎであれば帰無仮説𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹𝑗𝑗(𝑥𝑥)を棄却し，対立仮説𝐹𝐹𝑖𝑖(𝑥𝑥) ≠
𝐹𝐹𝑗𝑗(𝑥𝑥)を採用します． 

t 分布はサンプルサイズが大きくなると標準正規分布に近づきます．そこで，大標本の場

合には，ウィルコクソンの順位和検定（マン・ホイットニーの U 検定）の検定統計量𝑧𝑧𝑖𝑖𝑗𝑗に
対して，テューキーの方法におけるサンプルサイズが大きい場合（自由度∞）の閾値を適用

できます． 
  

検定統計量

第i 群と第ｊ 群に対してウィルコクソンの順位和検定を適用する場合．

テューキーの方法のノンパラメトリック版

9. ：大標本の場合

検定統計量

第i 群と第ｊ 群に対してマン・ホイットニーのU検定を適用する場合．

検定統計量 であれば帰無仮説

を棄却し，対立仮説 を採用する．



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 「スティール・デュワスの検定(3 群).xlsm」のファイルを開いてください．マン・ホイッ

トニーの U 検定を各対に適用し，検定統計量 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑗𝑗 の絶対値の最大値を求めています．ファ

イルは 3 群の場合で， 𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛3 = 20 のときの検定統計量 𝑧𝑧12（セル F30），𝑧𝑧13（セル

H30），𝑧𝑧31（セル I30）を求め，その絶対値の中の最大値をセル J32 で求めています． 
 
  

=3.314/sqrt(2)

スティール・ドゥワスの検定(3群）.xlsm



 
 

図は頻度グラフです．3 群で， 𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛3 = 50 の場合です．横軸がmax
𝑖𝑖≠𝑗𝑗

�𝑧𝑧𝑖𝑖𝑗𝑗�の値で，

縦軸が頻度です．「スティール・デュワスの検定(3 群).xlsm」のファイルのマクロを実行する

と，1000 試行を 100 回（=10 万試行を）実行して，図中の頻度グラフを得ています．頻度

は，例えば，横軸の値が 0 と表記されている場合は，[0, 0.2)（0 以上，0.2 未満）の範囲, 0.4
であれば[0.4, 0.6)，の出現頻度です． 

100 万回試行のシミュレーションを実行したところ，max
𝑖𝑖≠𝑗𝑗

�𝑧𝑧𝑖𝑖𝑗𝑗�が閾値 3.314/√2を超えた頻

度は 4.95%でした．5%よりは小さく，第 1 種の過誤が起きにくい（保守的な，有意差が出難

い）設定となっています． 
 
ではサンプルサイズが小さい場合に，閾値 3.314/√2を適用して良いでしょうか？サンプル

サイズを変えてそれぞれ 100 万回試行のシミュレーションを実行して，max
𝑖𝑖≠𝑗𝑗

�𝑧𝑧𝑖𝑖𝑗𝑗�が閾値

3.314/√2を超えた頻度を求めてみました． 
 𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛3 = 5の場合 4.27% 
𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛3 = 20の場合 4.77% 

0
0.02
0.04
0.06
0.08

0.1
0.12
0.14

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2 2.4 2.8 3.2 3.6 4

のとき有意差あり

：k 群，自由度∞のステューデント化された範囲

k = 3 のとき = 3.314

4.95%

3.314

保守的な設定

k q k, ∞

2 2.772
3 3.314
4 3.633
5 3.858
6 4.03
7 4.17
8 4.286
9 4.387

10 4.474

ステューデント化され
た範囲の数表



𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛3 = 100の場合 4.95% 
𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛2 = 𝑛𝑛3 = 250 の場合 4.96% 
 

スティール・デュワスの検定では，サンプルサイズが十分大きいことが前提となっています．

サンプルサイズが小さい場合に同じ閾値(𝑞𝑞𝑘𝑘,∞)を用いると有意差が出難くなることが分かり

ました．したがって，サンプルサイズが小さい場合でも，閾値(𝑞𝑞𝑘𝑘,∞)を適用することは間違

いではありません． 
  



 

 スピアマンの順位相関係数はピアソンの相関係数のノンパラメトリック版です． 
 2 変量 X, Y 間に相関があることの検定です． 
1.  n 対のサンプル(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1), (𝑥𝑥2,𝑦𝑦2),⋯ , (𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑦𝑦𝑛𝑛)が得られたとして，変量ごとに値の小さい順

に順位を付けます．すなわち，𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛についてその中で順位をつけます．つけられた

順位を 𝑟𝑟𝑥𝑥1, 𝑟𝑟𝑥𝑥2,⋯ , 𝑟𝑟𝑥𝑥𝑛𝑛とします．同様に，𝑦𝑦1,𝑦𝑦2,⋯ ,𝑦𝑦𝑛𝑛の中の順位を 𝑟𝑟𝑦𝑦1, 𝑟𝑟𝑦𝑦2,⋯ , 𝑟𝑟𝑦𝑦𝑛𝑛とします． 
2. ペア間の順位の差𝑑𝑑𝑖𝑖 =  𝑟𝑟𝑥𝑥𝑖𝑖 − 𝑟𝑟𝑦𝑦𝑖𝑖を求めます． 
3．順位相関係数𝑟𝑟𝑠𝑠を求めます． 
 
 
  

10. 順位相関係数

1．各変量について，値の小さい順に順位をつける．

2．ペア間の順位の差 を求める．

3. 順位相関係数 を求める．

2変量(X, Y)

帰無仮説H0：X, Y 間に相関は無い．
対立仮説H1： X, Y 間に相関がある．

ピアソンの相関係数のノンパラメトリック版



 

小標本の場合は全組み合わせを調べます．サンプルサイズ n = 3 の場合， 
例えば，𝑟𝑟𝑥𝑥1 = 1, 𝑟𝑟𝑥𝑥2 = 2, 𝑟𝑟𝑥𝑥3 = 3（123 と略記します．）に対して，𝑟𝑟𝑦𝑦1, 𝑟𝑟𝑦𝑦2, 𝑟𝑟𝑦𝑦3の組み合わせは， 

123 132 213 231 312 321    
の 6 通りがあります．𝑟𝑟𝑥𝑥1, 𝑟𝑟𝑥𝑥2, 𝑟𝑟𝑥𝑥3=123，𝑟𝑟𝑦𝑦1, 𝑟𝑟𝑦𝑦2, 𝑟𝑟𝑦𝑦3=123 のとき，順位相関係数 𝑟𝑟𝑠𝑠=1 です． 
 全組み合わせは 3! × 3! = 36 通りです．この中で 
 𝑟𝑟𝑠𝑠 =     1  となる組み合わせは  6 通り 
 𝑟𝑟𝑠𝑠 =     0.5 となる組み合わせは 12 通り 
 𝑟𝑟𝑠𝑠 = −0.5 となる組み合わせは 12 通り 
 𝑟𝑟𝑠𝑠 = −1  となる組み合わせは  6 通り 
です．従って，𝑟𝑟𝑠𝑠 = 1 となる確率は 6/36 = 0.167 です．サンプルサイズ n = 3 の場合は，ど

のような組み合わせでも有意差は出ません． 
 スライド中の右の表には有意差ありとなる順位相関係数 𝑟𝑟𝑠𝑠の臨界値が示されています．

サンプルサイズ n = 5 の場合で，𝑟𝑟𝑠𝑠 = 0.9 以上となった場合には，片側検定にて，有意差あ

りとして帰無仮説を棄却できます． 
 
 

：小標本の場合

n r s の臨界値

4 1
5 0.9
6 0.829
7 0.714
8 0.643
9 0.6

10 0.564
12 0.506
14 0.456
16 0.425
18 0.399
20 0.377
22 359
24 0.343
26 0.329
28 0.317
30 0.306

n = 3のとき

123 123 123 123 123 123 ・・・
123 132 213 231 312 321   ・・・

0.5    0.5   -0.5  -0.5    -1 ・・・

全組み合わせ 通り
1:      6通り
0.5: 12通り

-0.5:  12通り
-1: 6通り

1となる確率は0.167 → 有意差無し



 

スピアマンの順位相関係数は大標本の場合（サンプルサイズ n > 10 にて） 

  𝑡𝑡 = 𝑟𝑟𝑠𝑠�
𝑛𝑛−2
1−𝑟𝑟𝑠𝑠2

 

が自由度 n – 2 の t 分布に従います． 
 
  

：大標本の場合

n > 10のとき

自由度 n-2 の t 分布に従う



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
「スピアマンの相関係数_t 分布.xlsm」のファイルを開いてください．0 < 𝑛𝑛 < 1の一様乱

数を 15 組（サンプルサイズ n = 15）生成して，変量 y, x ごとに小さい方からそれぞれ順位

を付けています．セル D23 にて順位相関係数 rs を求め，セル E24 にて t 値を求めていま

す．t 値は小数点以下 1 桁目を四捨五入しています． 
1000 組×100 回のシミュレーションを行うマクロを実行することにより，頻度分布を求め

た結果が図のヒストグラムです．青いバーが得られた頻度分布，赤いバーが自由度(n - 2 = ) 
13 の t 分布です．両者はほぼ一致しています． 
 

=1-6*SUM(E7:E21)/($B$3^3-$B$3)

=ROUnD(D23*SQRT(($B$3-2)/(1-D23^2)),0)

t0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

分布

頻度分布

スピアマンの相関係数_t分布.xlsm


